Glava 12: Uvod u relativisticku elektrodinamiku

Ova glava posvecena je relativistickoj formulaciji elektrodinamike. Prvo éemo se podsetiti
prostora Minkovskog i Lorencovih transformacija. U narednim poglavljima uveséemo
Cetvorovektore gustine struje i potencijala. U nastavku su dati zakon odrZanja nalektrisanja i
jednacine elektromagnetnih potencijala u kovarijantnom obliku. Polaze¢i od pojma rotora
vektora u prostoru Minkovskog neposredno je napisan tenzor elektromagnetnog polja koji ima
Sest nezavisnih komponenata. Maksveloe jednacine za vakuum su napisane u vidu dveju
kvadrivektorskih jednacina slicnog oblika, pri ¢emu u jednoj od njih figuriSe sam tenzor
elektromagnetnog polja, a u drugoj odgovarajuci dualni tenzor. Na kraju su napisane relacije
koje izrazavaju zakon transformacije komponenata jacine elektri¢nog polja i magnetne indukcije

pri prelazu iz jednog inercijalnog sistema u drugi.



1. Prostor od n dimenzija

Po analogiji sa pojmom tacke u trodimenzionom Euklidovom prostoru, ma kakav uredeni skup

x:(xl,xz,...,x”) (1)

naziva se tacka, a same veli¢ine X" koordinate tacke, pri éemu smo upotrebili po konvenciji

gornje indekse. Skup svih tako definisanih tacaka predstavlja n-dimenzioni afini prostor, koji u

opstem sluéaju ne mora biti metricki.

2. Transformacije koordinata

Neka su (Xl,xz,...,x“) i (x'l,x'z,...,x'”) koordinate iste tacke u dva razna sistema i neka izmedu
tih koordinata postoje relacije oblika

x’p:x'p(xl,xz,...,x”) (2)
Pretpostavimo da se ove relacije mogu resiti po starim koordinatama

XP =xP(x",x?,..,X")
za Sto je potrebno da bude zadovoljen uslov da odgovarajuci jakobijan bude razli¢it od nule

ox'P

axq

A= #0 (3)

Takve relacije, koje uvek moraju biti unapred date, definiSu transformacije koordinata iz jednog

sistema u drugi. Kao najvaznije navodimo homogene linerane transformacije

n
X'P = Zaq"xq.
q=1

Radi konciznijeg pisanja uvodi se tzv. AjnStajnova konvencija o sabiranju: u svakom izrazu gde se
isti indeks ponavlja dva puta, i to jednom kao gornji, a jednom kao donji, podrazumeva se

sumiranje po tom indeksu. Tada se navedene transformacije mogu pisati u obliku

XP=alx". (2.4)



3. Klasifikacija velicina

Skalari ili invarijante. Neka je izvesna veli¢ina u prvobitnom sistemu koordinata odredena

funkcijom ¢=¢(x1,xz,...,xn), a u transformisanom istemu funkcijom ¢’=¢’(x’1,x'2,...,x’”).

Ako je u svakoj tacki prostora
¢(X1,X2,...,Xn):¢'(X'1,X'2,...,Xm) (5)

tj. ako vrednost ove funkcije ostaje pri tome nepromenjena, ona se naziva skalar ili invarijanta.

Kontravarijantni i kovarijantni vektori

Uocimo sada skup od n veli¢éina A(p). Ako se ove veli¢ine pri transformacijama koordinata (2)

transformiSu prema zakonu

, noox'P
A'(p)=

> @

tada se skup A(p) naziva kontravarijantni vektor, a njegove komponente se oznacavaju

gornjim indeksom. Ako indeks g u parcijalnom izvodu ox'" /9x* formalno smatramo donjim,

gornji zakon transformacije mozemo napisati u obliku

_ ox'P A
axq

AP

(6)

pri éemu se prema Ajnstajnovoj konvenciji podrazumeva sumiranje po indeksu (. U slucaju

homogenih linearnih transformacija (4) bic¢e

ox'?
oxi e
pa gornji zakon dobija prostiji oblik
AP = aquq . (7)

Ako pak imamo n veli¢ina A, koje se transformisu prema zakonu

, oxd
Ap = axlp A?I (8)




ovaj skup A se naziva kovarijantni vektor i njegove komponente se oznacavaju donjim

indeksom.

Kontravarijantni, kovarijantni i mesoviti tenzori
Uodimo sada skup od n* veli¢ina A(p,q) Ako se ove veli¢ine pri transformaciji koordinata (2)

transformiSu prema zakonu

NI, ox'P ox'™
A(p,q)= ———A(r,s) ,
;; ox' OX

takav skup A(p,q) naziva se kontravarijantni tenzor, a njegove komponente se oznacavaju

gornjim indeksima. Tada se ovaj zakon transformacije moZe napisati u obliku

rp rq
_ ox'? ox AT
ox" ox®

A’ Pq

(9)

pri cemu se prema AjnStajnovoj konvenciji podrazumeva sumiranje po indeksima r i S. U
slu¢aju homogenih linearnih transformacija (4) imaéemo
AP = PalA®
r r *
Ako pak zakon transformacija ima oblik

, _ox' ox°
P ax'P ox'

Ars

skup A, se naziva kovarijantan tenzor, a ako je

ox'? ox®
" _ r
A ox" Ox'™ A

skup qu se naziva mesoviti tenzor.



4. Rimanovi prostori

Pretpostavimo sad da je u n-dimenzionom prostoru definisana tzv. metrika prostora, koja se
uvodi na slede¢i nacin. Po analogiji sa metrikom u trodimenzionom Euklidovom prostoru

kvadratna forma oblika
2 _ Py A
ds® =g,,dx"dx (10)
koja ostaje invarijantna pri transformacji koordinata (2) naziva se metricka forma prostora, a

veli¢ina ds definisana gornjim izrazom predstavlja rastojanje izmedu tacaka X i X+dx. Ovde

se podrazumeva sumiranje po indeksima p i (. Ovakav prostor se u opsStem slucaju naziva
Reimannov prostor.

Posto je ds® po definici skalar, a dx” i dx® kontravarijantni vektori, skup g,, Predstavlja
konvarijantan tenzor. Ovako definisan tenzor g,, =g, (simetrican tenzor) naziva se metricki ili

fundamentalni tenzor i on je potpuno odreden shemom svojih koeficijenata

011 G912 -Gy
g — 921 gZZ "'92n (11)
O 9n2 - Oin

Ako je metritka forma (10) pozitivno definitna, tj. ako je ds® = 0,,dx"dx* >0 i ako izvesnom
transformacijom koordinata moze svesti na oblik
ds? =(dx1)2+(dx2)2+...+(dx“)2, (12)
posmatrani prostor se naziva Euklidski. U ovom slucaju svi koeficijenti g,, za p#( jednaki nuli,
aza pP=q jedinici, Sto se moze izraziti pomocu Kronekerovog simbola: g, =J,,. Ako metricka
forma (10) nije pozitivna i ako se izvesnom transformacijom koordinata moze svesti na oblik
ds? =(dx1)2 +(dx? )2 .. (Xt )2 — = (dx" )2, (13)

takav prostor se naziva pseudoeuklidski prostor.



5. Prostor (svet) Minkovskog

Formulis§imo cetvorodimenzioni prostor u kome svakom dogadaju odgovara jedna tacka i
obrnuto. Rimanov prostor se definiSe kao skup tacaka
(xl,xz,...,x“)
u kome se rastojanje izmedu dveju beskonacno bliskih tadaka definiSe metrickom formom
oblika
ds* = g, dx"dx" (14)
pod uslovom da ovaj izraz ostaje invarijantan pri prelazu u drugi sistem koordinata. Kao izraz
takvog oblika moze nam sluziti kvadrat intervala izmedu dva beskonacno bliska dogadaja
ds® = c?dt® —dx* —dy® —dz?, (15)
koji je invarijantan u odnosu na Lorencove transformacije, tj. ne menja se pri prelazu u drugi
inercijalni sistem. Sam oblik ove metrike sugeriSe nam, generaliSuci razmatranje iz prethodnog

odeljka, da za skup koordinata uzmemo skup

pri ¢emu se u literaturi umesto X* &esto koristi oznaka X° = ct. Sa ovim oznakama prethodni

izraz za metriku dobija oblik

ds? = —(dxl)2 —(dx? )2 —(dx*°‘)2 +(dx“)2 (16)
¢iji je metricki tenzor odreden matricom
-1 0 0 O
/0 -1 00 (17)
9%l0 0 -1 0
0 0 0 1

Ovako definisan Cetvorodimenzioni prostor naziva se prostor ili svet Minkowskog. Ovaj prostor

je realan, ali nije euklidski ve¢ pseudoeuklidski.



6. Lorencove transformacije u prostoru Minkovskog

Polazedi od Lorencovih transformacija koordinata u obliku

X —ut
X=—o—, Yy =y,7=2,t=

) ___C
y

V1-u?/c? 1-u?/c?

ove transformacije u ¢etvorodimenzionom sistemu mozemo napisati u obliku:

, 1
X' = ———x"4+0-x*+0- x>+

X
\J1-u?/c? 1-u?/c?
X?=0-x"+1-x*+0-x*+0-x*
x®=0-x'+0-x*+1-x*+0-x*
X,4 —U/C

=+ 0-X*+0-X*+ L ¢

—_ X
J1-u?/c? J1-u?/c?
i uvedemo oznake
1

p=ulc, y=—F——
J1-u?/c?

vidimo da su one odredene shemom odgovarajucih koeficijenata

y 00 -py
0 10 O
a= (18)
0 01 O
By 0 0 vy

Tada Lorencove transformacije dobijaju koncizan oblik
4
X" =Y alx’ (19)
Sto prema Ajnstajnovoj konvenciji o sumiranju mozemo pisati u obliku
X" =akx" (,u:1,2,3,4). (20)

Pri tome éemo grékim slovima oznacavati indekse koji uzimaju vrednosti 1,2,3,4, a latinskim one

koji se protezu samo do 3.



7. Tenzorske velicine u prostoru Minkovskog

U prostoru Minkovskog ulogu zakona transformacije koordinata igraju Lorencove
transformacije u vidu x*“ =a/x", gde je (,u:l,2,3,4)i u odnosu na njih se odgovarajuce
tenzorske veli¢ine mogu definisati na sledeéi nacin. Ako se neka veli¢ina u jednom inercijalnom
sistemu odreduje funkcijom ¢(X1, X2, x3, x4), a u drugom funkcijom ¢’(x’1, X2 X3, X'4)i ako je u
svakoj tacki prostora ispunjen uslov

¢'(x'l,x’2,x’3,x’4)=¢(xl,x2,x3,x4) (21)
za tu veli¢inu kazemo da je skalar ili invarijanta. Ako imamo neki skup od 4 velicina

A”(Al,AZ,A3,A4) takav da se u odnosu na navedeni zakon trasnformacije koordinata

transformise po zakonu

ru
A =68X—VA” —alA (22)
X

takav skup (Al,AZ,AS,A“)predstavaa kontravarijantne komponente vektora u prostoru
Minkovskog koji ¢éemo zvati kvadrivektor. Ako pak imamo skup od 16 veli¢ina A*"
(#,v =1,2,3,4) koje se pri tome transformisu po zakonu

B axr,u aX’V
OX? ox°

ruv

AP° za;‘a;A”" (23)

takav skup A*" predstavlja kontravarijantne komponente tenzora u prostoru Minkovskog.

NapiSimo sada transformacione relacije za kontravarijantne vektore u eksplicithnom

obliku. Na osnovu sheme koeficijenata (18) imamo

At = A =t A+ N + A+ oAt =y (A - BAY)
A’ =g’ A" = A

A=A = A

A =alA =/ N+ N+ K +a A =y (A - BAY)



dakle, komponente kvadrivektora u prostoru Minkovskog transformisu se prema zakonu
A=y (A =BAY), AZ= A AP = A, A =y (A* - BA) (24)
Na slican nacin moZemo naci i transformacione relacije za tenzore, ali se ograni¢imo na
antisimetricne tenzore. Oni su definisani uslovom A" =—A*" iz ¢ega neposredno sledi da za
4=V mora biti A" =0 te ovakvi tenzori imaju samo Sest nezavisnih komponenata.
Prema obrascu (23) imamonapr.za u=1liv=2
A = all)aiA”"
a iz sheme (18) vidimo da u ovoj dvostrukoj sumi preostaju samo oni ¢lanovi kod kojih je p=1
ilid,aoc=2
AY = ooy A? + o A% = y (A2 = BA®) = y (A% + BA™).
Sli¢nim postupkom mozZemo naci i ostale komponente, tako da dobijamo
A2 =y (A?+ BAM), A% =y (A°+ BAY), A = A )
AT = AB A =y (A% 4 BAR), A% =y (A% 4 pAR) 29)
Polaze¢i od kontravarijantnih, mozemo dobiti i kovarijantne komponente vektora prema

ob3tem obrascu A, = gWA" gde je skup g, metricki tenzor. U naSem slucaju za u=1 prema

Semi (17) imacemo
A= gllAl + 912A2 + ngA3 + 914A4 =-A
a na slican na¢in mozZzemo dobiti i ostale kovarijantne komponente

A==~ A=-N, A==~ A=A (26)



8. Kovarijantna formulacija fizickih zakona

Posto su uvedene Lorencove transformacije i prostor Minkovskog, moZzemo sada matematicki

formulisati princip ekvivalentnosti inercijalnih _sistema, tj. zahtev da svi fizicki zakoni moraju

imati isti oblik u svim inercijalnim sistemima.
Neka su A, B,...niz fizickih veli¢ina koje ulaze u neki fizicki zakon, i neka ove velicine meri
posmatrac u izvesnom sistemu S i koje mogu biti izvesne funkcije koordinata i vremena. Tada

fizicki zakon ima oblik jedne ili vise jednacina tipa

(27)

(AR B0

oxt oxt
koje mogu sadrzavati i izvode prvog i viSeg reda po prostornim koordinatama i vremenu.
Posmatrad vezan za neki drugi sistem S’, koristeéi se istim metodama merenja ¢e naéi neke

druge vrednosti A',B’,... za gornje fizi¢ke veli¢ine. Gornji fizi¢ki zakon u sistemu S’imace opet

oblik jedne ili vise jednacina tipa

=0 (28)

(W ]

Cox T ox
gde prema navedenom zahtevu ova funkcija mora biti ista funkcija argumenata A’,B’,... kao i

prvobitna funkcija f od argumenata A, B,...

fi(A', g, oA a_Bj fi(A,B,...,a_A,a_B,...j (30)
ox'* ox'* ox*  ox*

Drugim re€ima, svaka relacija izmedu fizickih veli¢ina koja izrazava neki fizicki zakon mora biti
izrazena u vidu jednacine Ciji oblik ostaje invarijantan pri prelazu na nove fizicke velicine i

nezavisno promenljive. To je tzv. kovarijantna formulacija fizickih velicina.

10



KOVARIJANTNA FORMULACIA ELEKTRODINAMIKE VAKUUMA

9. Zakon odrzanja naelektrisanja

Prou¢imo sada elektrodinamiku sa gledista specijalne teorije relativnosti (STR). Na osnovu
drugog postulata, prema kome je brzina prostiranja elektromagntenih talasa u vakuumu ista u
svim inercijalnim sistemima referencije, imamo razloga da verujemo da su zakoni
elektrodinamike u saglasnosti sa zahtevima teorije relativnosti.

Ideja vodilja: kovarijantna formulacija fizickih zakona, ali i ovde opStim postulatima moramo

dodati i neki dopunski. U tom uvedimo zahtev da zakon odrZanja naelektrisanja vazZi u svim
inercijalnim sistemima, $to predstavlja ovde dopunski postulat.
U ma kom sistemu referencije zakon odrZanja naelektrisanja se izrazava jednacinom

kontinuiteta:
op .
—— +divj=0 . 31
P | (31)

NapisSimo ovu jednacinu u razvijenom obliku

%4.@4_%4_@—0

ox oy oz o(ct)
i uvedimo divergenciju vektora u svetu Minkowskog, koji se prema opstoj kovarijantnoj definiciji

divergencije

OA*
ox*

divA* =

(32)

i predstavlja skalar (unvarijantu). Imaju¢i u vidu da su (X, y,Z,Ct) koordinate u svetu
Minkowskog, vidimo da je izraz sa leve strane divergencija kvadrivektora

i = Jy Jncp)
jer samo divergencija skupa koji predstavlja kvadrivektor daje skalar u svetu Minkowskog, ili

konciznije

j“=(i.cp)} (33)

11




Tako definisan kvadrivektor, koji udruzuje prostornu i strujnu gustinu u jednu celinu, naziva se

kvadrivektor gustine struje. Ovaj kvadrivektor se moze prikzati i kao

. dx*
“=p—— 34
1 =p o (34)

jer za £ =1,2,3 imamo j'=pv,, a za u=4 bice j* = pc, $to je u saglasnosti sa (33). Tada

jedancinu kontinuiteta moZemo napisati pomocu kvadrivektora

i il
g(y ~0 (35)

gde se prema Ajnstajnovoj sumacionoj konvenciji podrazumeva sumiranje po indeksu u i ova

jednacina izrazava zakon odrZanja naelektrisanja u kovarijantnom obliku.

12



10. Jednacine elektromagnetnih potencijala

Pokusajmo sad da napiSimo osnovne jednacine elektrodinamike u relativisti¢ki invarijantnom
obliku. Za osnovne jednacine elktrodinamike moZemo uzeti bilo Maksvelove jednacine za
vakuum bilo odgovarajuce jednacine elektromagnetnih potencijala, koje su im ekvivalentne.

Podimo od jednacina za elektromagnetne potencijale, koje u vakuumu imaju oblik

1 0°A .
A-——5 =)
c” ot
) (36)
1o 1
¢’ ot? &
gde smo uveli oznaku
c=1/s,u, - (37)
Pri tome skalarni i vektorski potencijal su povezani Lorencovim uslovom
divA+i2% =0. (38)
c” ot

Relativistic¢ka invarijantnost ovih jednacina proizilazi iz toga $to se one bez ikakvih izmena mogu
napisati na kovarijantan nacin, tj. u tenzorskom obliku u svetu Minkowskog.

Napisimo Lorencov uslov u obliku

1

ol =
on oA oA (C¢]:0
ox oy oz oct)

vidimo da izraz sa leve strane predstavlja divergenciju kvadrivektora

A :(A,l(pj , (39)
C

koji mozemo izraziti i pomocu kovarijantnih komponenata (Aﬂ = gyVAV) gde je ciji je metricki

tenzor g,, odreden matricom (17):

A, = (—A, 1¢j (40)
C

tako da Lorencov uslov dobija vid

13



A/l
fo‘ =0 (41)

Vektor (39) udruZuje skalarni i vektroski potencijal u jednu celinu i to je tzv. kvadrivektor

elektromagnetnih potencijala, koji u potpunosti odreduje posmatrano elektromagnetno polje.

Kvadrivektor (39), na osnovu opstih obrazaca za transformaciju ma kog vektora A% =a*A",

y 0.0 -py

1 =12,34 asumiranje se vrii po indeksu v, ijos je o = 8 (1) (1) 0

~py 0 0 y
A=A =i A+ oo + o A+ oAt =y (A - BAY)
A? =’ = A2
A® =alA = A°
A =alN =) N+ N+ K+ A =y (A= pAY)
imac¢emo:

(42)
AL Al &—u(lcéj
A=y (A= pAY) = ——C !

N/ TN T
A?=N=A=A
A=A =A=A

S e

1, (1 u . $-UA
c¢—7(c¢ c‘\J:‘qj N

¢ime su odredene transformacije skalarnogq i vektrorskog potencijala.
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Vratimo se sad na diferencijalne jednacine za elektromagnetne potencijale. Ako jednacinu za

. " ‘. . . 1p . ..
skalarni potencijal pomnozimo sa 1/C i pri tome je ===y, P = M,Cp, ova jednacina
Cé& Céoty
postaje
1 16%(1
AN =¢|-———| =@ |=—n,C (43)
(C¢j C2 atz (C¢j IUO p

NapiSimo li sada i tri skalarne jednacine prve jednacine za vektorski potencijal, vidimo da s leve

strane kao nepoznate funkcije figuriSu komponente vektora (39) A“ :(A,l¢) :
C

=—Hy )y

1 6°A
A'A&_C_Z atz
1 A .
AN~ —5 =1y
c” ot
1 0*°A
¢ ot

==ty ),

AA, —
a s desne strane uz —u, komponente vektora (16.3) j* =(j,cp) . Prema tome, tri skalarne

diferencijalne jednacine za vektorski potencijal i jednu diferencijanu jednacinu za skalarni

potencijal zajedno moZemo napisati u obliku

1 %A Ny
AN = =l (44)

Pri tome se i sam operator s leve strane, koji ozna¢avamo sa
o=A——— (45)
¢’ ot’
i koji se naziva d’Alebertov operator, moZe napisati u kovarijantnom obliku. Naime, ako
uvedemo Hamiltonov operator u svetu Minkowskog V =0/ 0x” i formiramo njegov proizvod sa
samim sobom, imaéemo

o 60 00 _ 80 0 0

V‘v: -t =
X" ox oxX' +8x4 X Mo o(ct) o(ct)

o
aXV

odnosno

15



2

Na osnovu ove operatorske relacije diferencijalne jednacine za elektromagnetne potencijale

mozZemo napisati u strogo kovarijantnom obliku

0 N
oX, OX”

o J* (47)

gde se podrazumeva sumiranje po indeksu v, ili konciznije

oA =—p, J”. (48)
Zaklju¢ak: osnovne jednacine elektrodinamike se mogu prikazati u kovarijantnom obliku,
invarijantnom u odnosu na Lorencove transformacije, te zakoni klasicne elektrodinamike vaze

strogo i u STR.
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11. Tenzor elektromagnetnog polja

Predimo sad na Maksvelove jednacine za vakuum, pa poku$ajmo i njih da formuliSemo u

kovarijantnom obliku. Medutim, u ovom sluéaju Sest komponenata elektriénog i magnetnog

polja ne moZzemo udruziti u neki kvadrivektor, ve¢ samo u izvestan antisimetri¢ni tenzor u svetu

Minkowskog, koji takode ima Sest nezavisnih komponenata.

Uvedimo skup veli¢ina

_OA A

X X (49)

gde su Aﬂ kovarijantne komponente kvadrivektora elektromagnetnih potencijala (40)

A, = (—A,l(pj.
C

Ako uvedemo pojam rotor vektora u svetu Minkowskog, koji se prema opstoj kovarijantnoj

definiciji rotora definise kao skup

H ax,u axv

rotA =(%—ﬂ] (50)

i predstavlja kovarijantan tenzor, neposredno vidimo da skup F, predstavija rotor

kvadrivektora elektromagnetnih potencijala. U ovom slucaju ¢ak i svaki pojedinacni ¢lan izraza

(50) predstavlja tenzor.

Posto iz gornjeg obrasca neposredno sledi (F,, =—F, |, skup F, predstavija antisimetricni

tenzor u svetu Minkowskog, koji ima sest nezavisnih komponenata.

Kako nalazimo komponente tenzora F,,?

Imajuéi u vidu relacije B=rotA, E = —gard¢—%i

1 o oA
A =(AZ=¢)||F ="r_
= c¢) oxt ox!

imamo:

17



za u=1, v=2 imamo

F, :a—Af—é—Aé _ A _OCA) 0CA) =-rot,A=-B,

za u=1, v=3imamo

oA, OA OA, A O(-A) O(-A)
FlS:—Af——A-LSE—%——Ai: A, - A =rot, A=B,
oxX-  OX oX o0z OX 0z

za =1, v=4 imamo

1
ol =
p A OA (c"’jﬁ(—m1(%%}_1(_(},@@_%) "
ox  OX OX o(ct) ¢ c ot ), c

ox ot

itd., Sto moZemo napisati i u vidu

0 -B, B, -=E
C
B, 0 -B, —%Ey
F. = 1 (51)
-B, B, 0 -=F,
ZE, 1Ey EEZ 0
C

Ovako uveden tenzor naziva se tenzor elektromagnetnog polja i on udruzuje jacine elektri¢énog

polja i magnetnu indukciju, pokazujuci da su elektricno i magnetno polje uzajamno povezani u

jednu _nerazdvojnu celinu, slicno prostoru i vremenu u kinematici ili impulsu i energiji u

mehanici.

Odgovarajuéi kontravarijantni tenzor elektromagnetnog polja, je sastavljen od komponenata

FA4 — gupgwAp(7

odnosno

_OA” B OA*
OX OX

u v

Hv

(52)
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Njegove komponente moZemo dobiti polazeé¢i od komponenata prethodnog kovarijantnog

tenzora na osnovu relacija A, = A* za i,k=12,3 i A, =-A"i A, =A*:

0 B, B, EEX
c
B, 0 -B, lEy
For = ‘i : (53)
-B, B, 0 =E
c
g g lg
C C C

U oba sluc¢aja vidimo da komponete magnetne indukcije formiraju submatricu od prve tri vrste i

kolone, a komponente elektriénog polja pomnozene sa 1/ ¢ formiraju etvrtu vrstu i kolonu.

Dualni_tenzori: Sem ovih tenzora mogu se formulisati i odgovaraju¢i dualni tenzori, koji

predstavljaju pseudotenzore, na sledeéi nacin. Ako se uvede simbol

1 ako je permutacija uvpo parna
e =<-1 ako je permutacija xvpo neparna (54)
0 ako su bar dva indeksa jednaka

koji predstavlja generalizaciju simbola Levi-Civita i predstavlja pseudotenzor, mozemo definisati

tenzor dualan tenzoru F*" obrascem

*uv 1 vpo
R =2 F, | (55)

Na primer,za u=1, v=2, prema shemi (51)

F*12 — %eﬁpa Fpo‘ — %(elzu F34 + e1243 F43) —

1 1
:E(F34_F43):F34 :_EE

z

Slicno se mogu dobiti i ostali elementi, Sto zajedno mozemo skupiti u matricu
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0o -l 1Ey -B,
C c
) 1e o _1g -B,
Fev=| ¢ c (56)
-E, “E, 0 -B,
C c
B B B 0

Ona se razlikuje od matrice (51) po tome Sto su ovde izmenjene uloge elektricnog i magnetnog

. . . 1_ .
polja, naime komponente B, zamenjene susa —E; i obrnuto.
c
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12. Kovarijantna formulacija Maksvelovih jednacina

Da bismo formulisali Maksvelove jednacine za vakuum

divE =L 5, divB =0
“o (57)

oB . oE
rotE =5 rotB = /Joj+go,u0§

u kovarijantnom obliku, podimo od diferencijalnih jednacina za elektromagnetne potencijale

oo,
ox o 1o

i kontravarijanog tenzora elektromagnetnog polja

Hv

A" oA

OX OX

7] v

Ako diferenciramo obe strane tenzora F*" po x" imac¢emo

oF* 0 OA" 0 OA*

X X ax, o ox,

pri ¢emu se prema Ajnstajnovoj sumacionoj konvenciji podrazumeva sumiranje po indeksu v, i

Sto se mozZe napisati i u obliku

nv v U
oF :aaA_iaA. (58)
ox"  ox, ox" 0ox, ox

. A . y -
Prvi ¢lan na osnovu Lorencovog uslova, =0 otpada, a drugi moZemo zameniti

Xt
H -
kvadrivektorom gustine struje — = 14, ]* ¢ime dobijamo
oX, ox”
oF*” ”
=— . 59
6Xv /UOJ ( )

Ovo je prva grupa Maksvelovih jednacina u kovarijantnom obliku, koja predstavlja kovarijantnu

formulaciju prve i ¢etvrte Maksvelove jednacine.
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Naime, posto su diferencijalne jendacine elektromagnetnih potencijala ekvivalentne prvoj i

cetvrtoj Maksvelovoj jednacini, iz kojih su i dobijene, gornji sistem od Ccetiri jednacine

ekvivalentan je ovim jednacinama.

Na primer, za =1 imacemo

aFll aFlZ aF13 aFlél "
Kol ad x| Ml

odnosno

a ova jednacina napisana u obliku

B B, E
oy pe Ho ly T &ty ot

poklapa se sa prvom skalarnom jednacinom cetvrte Maksvelove jednacine.
S druge strane, diferenciranjem kovarijantnog tenzora elektromagnetnog

oA A

w = o o PO X? (p#pu,v)daje

oF, A O°A,

uv

X° OX“OXP ox'ox”

Odavde ciklicnom permutacijom proizilazi

2 2 2
oF _aAp _az,% oF _aA# _aAp

vp U
oxX*  ox'ox*  oxPox* ' ox¥ oxPox  oxtox”’

pa sabiranjem ovih jednacina nalazimo da je zbir izraza s leve strane identicki jednak nuli

oF oF oF

Moy w4 f/t —
ox” OxX* OX

polja

(60)

(61)

To je druga grupa Maksvelovih jednacina u kovarijantnom obliku, koja predstavlja kovarijantnu

formulaciju druge i tre¢e Maksvelove jednacine.
Na primer, u=1, v=2, p =3 imacemo

OFy, OFy Fy_,

oxl  oxt  ox?
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Sto se svodi na
divB=0
i predstavlja drugu Maksvelovu jednacinu.
Jednacinu (61) moZzemo napisati i na jednostavniji nacin, slican jednacini (59), pomoc¢u pojma

dualnog tenzora F“”. Kona¢no se dobija:

*uv
ang =0| (62)

Prema tome, Maksvelove jednacine za vakuum mogu se napisati u vidu dveju kvadrivektroskih
jednacina (59) i (62) slicnog oblika, pri ¢emu u jednoj od njih figuriSe sam tenzor

elektromagnetnog polja, a u drugoj odgovarajuci dualni tenzor.
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5. Transformacije elektricnog i magnetnog polja

Na osnovu dobijenih rezultata ispitajmo sad kako se transformisu

karakteristike

elektromagnetnog polja pri prelazu iz jednog inercijalnog sistema u drugi. Potrazimo prvo zakon

po kome se transformiSu komponente jacina elektricnog i magnetnog polja. Znajuci da su ove

komponente udruzene u antisimetri¢an tenzor elektromagnetnog polja (53)

0 -B B, =E
c
B, 0 -B, <E,
Fe = ¢
B, B 0 -IE
c
E T VS
C C C

na osnovu opstih obrazaca za transformaciju ma kog antisimetri¢nog tenzora:

w v
A = S N A
X" OX

ArlZ 27/(A12+ﬂA24), Ar13 :]/(A13+,BA34), A'M :A14
A723 _ A23, A!24 =)/(A24+ﬂA12), A!34 =7(A34+,3A13)

imacéemo:

1 1
—E, +4(-B —E,+ B
B =-B,, E,=C A8 g %

C y ’1—[82 ’ c z ,_1_182 ’

a otuda dobijamo veze izmedu komponenata jaina polja u dva inercijalna sistema
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E_E - Ey—uBZ £ EZ+uBy
N T P N (T PO
u u (63)
B+, E, B,~ > E,
' ' C ' C
B,=B, Bj=——C — B =—C__

. .
1-u®/c? 1-u®/c?

Ako komponente u pravcu kretanja sistema S’ i u normalnom pravcu oznaéimo sa || i L, i
uzmemo u obzir da brzina ovog sistema U ima komponente (u,0,0), gornje obrasce mozemo

napisati i u vektorskom obliku

. , _EL+U><BL
RN =
. 64
BL_%XEL ( )
B =B, B, = C

Ji-u?/c?
Gornje relacije izrazavaju zakon transformacije komponenata jacina elektricnog polja i

magnetne indukcije pri prelazu iz jednog inercijalnog sistema u drugi. Pre svega vidimo da se

komponente u pravcu kretanja sistema S’'ne menjaju, dok normalne komponente trpe

promene i zavise kako od jednog tako i od drugog polja. Iz gornjih relacija dalje proizilazi da i u

slu¢aju kad u nekom inercijalnom sistemu nema elektri¢nog ili magnetnog polja u drugom ono

¢e se pojaviti. Na taj nacin vidi se i eksplicitno kako su elekticno i magnetno polje u STR

uzajamno povezani u elektromagnetno polje kao jedinstvenu objektivnu realnost.

Fizicki smisao relacija (64):

Fizicki smisao relacija (64) jasnije se moZe sagledati ako se ograni¢imo na male brzine U u
odnosu na brzinu svetlosti U< ¢ . Tada druga relacija pokazuje da ako se naelektrisanje e
krece u magnetnom polju u odnosu na sistem posmatraca izvesnom brzinom U, posmatrac u
ovom sistemu zapaZza da na ovo naelektrisanje dejstvuje efektivno elektriéno polje jaine

E, =E'=E+uxB (65)

koja pomnozena sa e predstavlja Lorencovu silu. 1z toga medutim ne proizilazi, da je Lorencova
sila relativisticki korektna samo pri malim brzinama, a iz daljeg izlaganja éemo se uveriti u njen

strogo relativisticki karakter. S druge strane, razmatranjem kretanja konture koja se krece kroz

25



nehomogeno magnetno polje moZe se pokazati da posmatrac u sistemu koji se krece zajedno sa
ovom konturom zapaza, u istoj aproksimaciji, s tatno$¢u do ¢lanova reda veli¢ine 32, efektivno

magnetno polje jatine

B, =B'=B—C“—2xE (66)

Najzad, podvucimo da invarijantnost Maksvelovih jednacina oznacava da se pri prelazu u drugi
inercijalni sistem menjaju ne samo komponente polja po navedenim zakonima, vec i prostorna i
strujna gustina po zakonima koji proizilaze iz kvadrivektorskog skupa (33) j*=(j,cp), kao i
same nezavisno promenljive X,Y,zi t prema Lorencovim transformacijama. Tako na primer

prva skalarna jednacina koja odgovara poslednjoj Maksvelovoj jednacini (33) u sistemu S

B B _

y o Ho ) T &by ot
pri prelazu u sistem S’ dobija oblik

0B, 0B, OE!

=Ly ], + Egply —= .
My )yt Eo by o

ay! aZV
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14. Invarijante polja

PokaZzimo sad da izvesne veliCine ostaju invarijante pri prelazu u drugi inercijalni sistem. Jedna

takva veli¢ina je

l,=F,F* (67)

MV

gde se podrazumeva sumiranje po indeksima x i v, Sto je prema samom nacinu formiranja
skalar (invarijanta). NapiSimo eksplicitno ovaj izraz, imajuéi u vidu da su razli¢iti od nule samo
¢lanovi sa razlic¢itim indeksima

|, = F,F2+F F2 + F PP + Ry P+ F P + F RS +

+F,FP + R + F F* + F,F? + F,F* + F,F®

Ako ovde uvrstimo odgovarajué¢e komponente tenzora (51) i (53), dobi¢emo

2 2 2 2 2 2 2 2 2
I, =2B; +2B, = E, +2B; = E, = E,
odnosno, s obzirom na (37) ¢ =1/ /&,
|1=2[Bz—i2 E2)=4,u0 iBZ—lgOEZ (68)
C 214, 2

Iz izlaganja o energiji elektromagnetnog polja vidimo da prvi ¢lan u zagradi predstavlja gustinu
energije magnetnog polja, a drugi gustinu energije elektri¢cnog polja, dok je ceo izraz srazmeran
gustini LagranzZeve funkcije Cistog elektromagnetnog polja.

Sem ove moze se formulisati joS jedna invarijanta, pomoc¢u pojma dualnog tenzora

l, = FWF*‘” (69)

Ova veli¢ina je prema samom nacinu formiranja takode skalar, ali ne pravi ve¢ pseudoskalar, jer
je F™* pseudotenzor, $to znaci da se pri svim transformacijama ponasa kao skalar sem pri
ogledanju koordinata, kad menja znak. Ako razvijemo ovaj izraz i uvrstimo komponente ovih
tenzora, na slican nacin kao malo pre, posle sredivanja dobi¢emo

Izzg(EXBX+EyBy+EZBZ). (70)
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Iz invarijantnosti ovih izraza moze se dobiti nekoliko znacdajnih posledica.

1
1. Ako je u nekom sistemu refrencije |, =0 odnosno &E*=-—B” i u svakom drugom
Hy

inercijalnom sistemu bice &,E" :iB'z, a ako je &E° SER-UET g,E? <iBZ, ta osobina
Ho Ho Ho

takode ostaje o€uvana. To znaci da ako su u nekom inercijalnom sistemu gustine energija
elektricnog i magnetnog polja medusobno jednake ili ako je jedna od njih veca od druge, one ce
ostati jednake odnosno prva ostace veca od druge i u svakom drugom inercijalnom sistemu.

2. Ako je pak I, =0 odnosno E-B=0 bicei E'-B'=0, a ako je E-B>0 ili E-B<0, to ¢e
takode ostati u vaznosti. Prema tome, ako su u nekom inercijalnom sistemu vektori jacina
elektricnog polja i magnetne indukcije uzajamno normalni ili grade ostar (ili tup) ugao, oni ce

ostati normalni odnosno graditi ostar (ili tup) ugao i u svakom drugom inercijalnom sistemu.

3. Ako su obe invarijante jednake nuli: I, =0 i |,=0, bice BZEE i E-B=0, a zbog
C

invarijantnosti ovih izraza i u ma kom drugom inercijalnom sistemu bice B'==E' i E'-B'=0.
C

To znaci da ako su u nekom inercijalnom sistemu gustine energije elektricnog i magnetnog polja
medusobno jednake i ako su vektori E i B medusobno normalni, ove osobine ostace ocuvane i u

svakom drugom inercijalnom sistemu referencije.
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